
LIA1;1UNS DI_ u,ltit lA GI Ni.HAI I I,'H[ULA I LX fENSln DL IA TLHMIID1NAMIIA

DL PHUt1SSUS 1HHLVLHS1ULl A

David Jou, Dupartament de Termologia, Universitat Auttrnoma,

Bullatorra (Uarcelona)

HESUM

Formulem una extensi6 de segos ordre de la termodinamica de proce-

ssus irreversiules per a sistomes fluids d'un sot component, basada en

una equaci6 de Gibbs generalitzada quo t6 err compte una depundi;ncia de

l'untrupia amu el flux de calor i el tensor de pressions viscoses. La

utilitzacib de teoremes de representacib de functions tensorials isatro

pes ens permet de formular d'una manera unlficada les equaciuns d'estat,

tl flux d'entropia i les equacions constitutives generalitzades. Aques-

tes darreres equacions es consideren com a equations d'evoluci6 dels

fluxos dissipatius. A continuac16, comparem aquesta torrnulacib amb is

termodinhmica irreversible c13ssica, arnb is termodintnica rational, arnb

is teuria cinetica dels gasos i arnb diverses extensions privies de is

termodinamica irreversible.
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1. INTHODULCIU.

Durant els darrers anys hom he manifestat un interbs creixent en-

vers la paradoxa de la propagaci6 amb velocit.at infinita dais efectes

tbrrnics i viscosos. Mentre alguns autor5 s'han dedicat a la formula-

c16 concreta de noves lleis constitutives qua genera]itzen, per example,

1'equac16 clfissica de Fourier, d'altres han partit d'aquesta paradoxa

per a l'aprofundiment eri als conceptes termodin6mics bbsics. Efectiv a

merit, tant la termodinAmica irreversible clNssica(1-3) com is termod i

n&mica racional de Coleman -Truesdell-Noll(4), impliquen equacions di-

ferencials parabbliques o el.liptiques qua prediuen velocitats de pro-

pagac16 infinites. Aquest fat contradiu el principi de causalitat i

suposa qua les pertorbacions thrmiques 1 viscoses as propaguen amb una

velocitat superior a la mitjana del moviment molecular, que 6s finita.

Per evit.ar, aquests efectes desprovelts de sentit fisic, diversos autors,

com Muller-', Lebon-Lambermont(^9), Gyarmati(10), Israel(11), Krany5(12)

i Jou(13), han proposat recentment teories qua generalitzen is termodi-

n8mica de processos irreversibles cl&ssica per a fluids d'un sol compo-

nent.

Aquestes teories no estan basades an is hipbtesi d'equilibri local

(1 aixb les diferencia de is termodin8mica irreversible clbssica), sin6

qua parteixen d'una equaci6 de Gibbs generalitzada ( caracteristica que

les separa de la termodinHmica racional). Llur hipbtesi G sica 6s Taxis

thncie d ' una entropia que depbn, fora de 1'equilibri , de magnituds que

s'anul . len eri 1'equilibri , com el flux de calor i el tensor de pressions

viscoses , a m6s de les variables clhssiques . A mOs , se suposa que el

flux d ' entropia depbn no tan sols del flux de calor sin6 tamb6 del ten-

sor de pressions viscoses i, en general , de tots els fluxos dissipatius.

A partir d ' aquestes hipDtesis , i per un procediment semblant al de is

termodinhmica irreversible cl8ssica , hom obt6 equacions constitutives que

generalitzen les cl8ssiques de Fourier i de Navier-Stokes.

L'objectiu d'aquest treball 6s, d'una Banda, una interpretac16 din8rni

ca de lea equacions constitutives generalitzades, al paper de les quals

rests m6s aviat confus en les teories esmentades, i, d'una altra, una

formulacl6 m6s concisa, general i unificada que les de las anteriors teo-

ries, basada en teoremes de representaci6 de funcions tensorials isLtro-

pes.
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D i is formulaci6 que presentem, l'estat d'un sistema fluid d'un Sol

component resta especificat per is velocitat v i ]es variables termodi-

namiques: u, l'energia interne especifica, u, el volum especific, g, el

flux de calor i Pv el tensor de pressions viscoses, donades a cada punt

del fluid. En is teoria classica, per contra, 1'estat del sistema res-

ts determinat nom6s per v, u i u i en consegt]bncia g i Pv no s6n varia-

bles fonamentals, sin6 que s'han de donar per mitjh d'equacions consti-

tutives corn a funcions de v, u, u i de llurs derivades espacials.

Perqub aquesta descripci6 sigui completa, hem d'especificar l'evolu-

c16 del sistema, 6s a dir, necessitem equacions d'evoluci6 que donin

u, i (Pv)' an funci6 de lea variables basiques v, u, u, g,

Pv i de llurs derivades espacials. Les equacions per a u i ' s6n

:as equacions de balanr de masse , energia i impuls, respectivament, i cal

complementar-les amb equacions per a g i per a (Pv)'. Aixi doncs, consi-

derem les equacions constitutives generalitzades com a equacions d'evolu-

c16 per a g i Pv, i an consegObncia llur paper 6s molt diferent del que

tenen an is formulac16 classica, 06 que des d'un punt de vista purament

formal puguin Esser considerades com a simples extensions de les equacions

fenomenolbgiques classiques.

En in Secci6 2 resumim is formulac16 classica de is hidrodinamica. En

la Secc16 3 formulem 1'equac16 de Gibbs generalitzada que t6 an compte la

dependbncia de 1'entropia en les saves variables u, u, g i Pv i, mitjanrant

teoremes de representac16 de funcions tensorials isbtropes, determinem la

forma de les equacions d'estat, del flux d'entropia i de les equacions cons

titutives generalitzades, obtingudes, com an is teoria classica, a partir

del terme de producc16 d'entropis. En in Secci6 4 contrastem algunes impli

cations d'aquesta teoria amb les de is termodinamica irreversible classics

i de is termodinamica rational. En is Secci6 5 comparem l'estructura for-

mal d'aquests teoria amb is de is formulac16 de Grad de is teoria cinbtica

dels gasos. En is Secc16 6, finalment, analitzem les relations de is teoria

amb algunes extensions prbvies de is termodinamica de processos irreversi-

bles classics.

2. DESCRIPCIO CLASSICA DE LA HIDRODINAMIGA.

Tal com hem dit, l'estat d'un fluid simple rests determinat en is teo-

ria classica per v, u i u donades a cada punt del fluid. Les equacions
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d'evolucib per a aquestes variables s6n les de balanc, d'impuls, masse 1
energie , respectivament, qua tenen is forma ben coneguda.

PO = - V.P f pF

Pu = V.v

p6=-P V + pr

(1)

(2)

(3)

on p 65 is densitat de masse, P el tensor de pressions, V la part sim6

trice del gradient de velocitats, F_ la force per unitat de masse i r el

forniment d'energia per unitat de masse. Tent F com r representen la

interacci6 del sistema amb el m6n exterior, i Ilur valor 6s una dada cone
guda a cada instant. En aquest treball suposem per a una major simplici-

tat que tent F com r s'anul.len idAnticament, de tel manera qua is inter-

acc16 amb l'exterior as redueix a las conditions als limits.

El tensor de pressions as pot descompondre an una part d'equillbri,

is pressi6 hidrosthtica p i una part viscose, Pv, tals qua

P = pU+Pv (4)

on U 6s el tensor unitat. El tensor de pressions viscoses as pot descom-

pondre an una pressi6 escalar viscose p'', definida com un terc de la

trace de Pv, i el corresponent tensor de traca nul.la, Pv, 6s a dir,

Pv = pvU +
pv

(5)

Com qua ens limitarem a fluids simples sense estructura interna, podem

considerar qua Pv 6s simetric i qua, per tent, el moment angular extern

i 1'intern as conserven per separat.

Es possible d'obtenir una descomposici6 de V com la que acabem de pre

sentar, 6s a dir,

(1/3) (V.v) U + V (6)

La descripci6 ciAssica de l'estat del fluid no 6s, an principi, comple-

te, Ja que an les saves equations d'evoluc16 aparaeixen les noves incbgni-

tes s i Pv. En is teoria cTAssica, el sistema d'equacions (1) - (3) as

complete amb equations fenomenolbgiques qua donen s i Pv an funci6 de u,
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u, v i Ilurs derivades espacials. Fbm obt6 aquestes equacions del ter-

me de producci6 d'entropia. Efectivament, la hipbtesi d'equilibri local

ens permet d'expressar a cada punt el diferencial de l'entropia a mit,jan-

ccant 1'equac16 de Gibbs

ds = T
- 1

1 du + T 1pdu (7)

on T 6s la temperature absoluta i p la pressi6, donades per les correspo-

nents equacions d'estat

f '(-,u) _ (as/bu)
u

fl
P(U,U ) (ba/bu)u

D'acord amb ( 7), la derivada temporal de l'entropia 6s

PA = T
1

pc + T 1Ppu

(8)

(9)

(10)

Si introdulm les equations de balanr, (2) i (3) an aquesta equaci6 obtenim

p5 = -v.(T 1q) - T 2g.VT - T 1pvv.v - T 1Pv:V

Comparant (11) amb la forma general d'una equaci6 de balanc

PA + V. Je = a

(11)

(12)

an la qual J8 6s el flux d'entropia 1 a la producci6 d'entropia, i fent

is identificaci6 clhssica

Is` T
1
Y

obtenim per a a l'express16

a T 2q.VT - T 1pvv.v -
1Pv

(13)

(14)

e

Es costum de denominar g, pv i pv fluxos dissipatius, mentre que
e

T 2VT, T 1V.v i T 1V Mn anomenades forces termodin&miques. Si hom supo-

sa que els fluxos dissipatius s6n funcions lineals de les forces termodinh

miques, obt6 per a lea equations constitutives les expressions habituals
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q = -k 20 T

pv = -9vT 1v.v

Pv T 1V=-rl

(15)

(16)

(17)

Els coeficients k,
Iv

i I s6n funcions de is densitat i is temperature, i

as relacionen amb is conductivitat tbrmica A, is viscositat volumbtrica

I is viscositat tangencial µ per k = Al2,
'Iv

= CT i Ti = 24T, respecti-

vament. La segona llei de la termodin8mica impose qua la producc16 d'en-

tropia sigui semidefinida positive. Aixb implica sabre els coeficients

fenomenolbgics les restrictions k >C), qv>O i r}>O, corn pot Esser comprovat

an introduir (15), (16) 1 (17) an (14).

Les equacions fenomenolbgiques (15), (16) i (17), lee equacions de be-

lanc (1), (2) i (3) 1 lee equacions d'estat (8) 1 (9) constitueixen un sis

tema de 16 equacions amb lee 16 variables segt)ents: u i u, T i p, lea tres

components de v, lee tree components de g, is presss16 viscose escalar pv

i lee cinc components de Pv, i determinen completament el problems un cop

han estat donades conditions initials i als limits.

La descripci6 cTBssica qua acabem de resumir ha estat extraordinflria-

ment fructifera, perb t6, per contra, algunes limitations importants, com

is ja esmentada de la propagac16 de pertorbacions thrmiques i viscoses amb

velocitat infinite, i is de limiter-se a lleis fenomenolbgiques lineals,

qua no s6n aptes per a is descripci6 del comportament de fluids macromole-

culars, per exempla.

3. EXTENSIO DE LA TERMODINAMICA DE PROCESSOS IRREVERSIOLES.

Davant les limitations de la hipbtesi d'equilibri local, suposem l'exis

tbncia d'una entropies fore de 1'equilibri qua 6s func16 no tan 5o15 de les

saves variables cl8ssiques u i u, sin6 temb6 dels fluxos dissipatius g, pv

1
oPv

(5-13^.
En aquesta nova descripci6, els fluxosdissipatius s6n varia-

bles independents, 1'evoluci6 de les quals 6s necessbria per a tenir una

descripci6 complete del sistema.

3.1. L'equaci6 de Gibbs generalit zada.

0

Per tel d'obtenir les equacions d'evoluc16 de g, pv i Pv seguim un pro-
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cediment semulant al que hom utilitza en la termodin8mica irreversible

cTBssica per a la formulaci6 de les equations constitutives, I partim

d'una equaci6 de Gibbs generalitzada corresponent a is diferencial de

1'entropia generalitzada

ds = T 1du + T 1pdu +
T=1

ua1.dg + T 1ua0dpv + T 1ua2: dpv (18)

Les magnituds T, P, °'0' 21
1
22

resten definides per les corresponents

equacions d'estat com a derivades parcials de l'entropia

T 1 (u, ur gr Pv. Pv) (Os/au)
pv,

Pv
(19)

0
v vT

0PvP(u,u,g,P ip ) _ (as/Du)u,
g,

pv, (20)

0

v vT ug:1 (u,u,goP pP ) o (as/ag)u,u,Pv,Pv (21)

0
vv vT ) 8 (as/o( )P v

(22)ua0 Pu,u,g.P , u u P^g,

T 1 Pv)
i (OS/bp )v(u

V

(23)ua2 ,u,g,P , u,u,g,P

Mantenim per a (19) i (20) els noms I simbols cl8ssics de les corresponents

equations de la termosthtica, I aixi definim una temperature absoluta I una

pressl6 termodinbmica fora de 1'equilibri, respectivament.

Les variables escalars T, p i a
0

s6n funcions de u, u, pv I de les In-

variants algbbriques de g 1 Pv, que s6n: I2 = trPv2, I3=trPv3,
14=g'g'

I5=g.Pv, g, 1 I6=g.Pv2 .g. D'altra banda, emprant teoremes de representa-

ci6 de funcions tensorials en sistemes isbtrops(14, p.27) el vector
a1

1

el tensor a2 tenen la forma

ov ov2

a1

_

a10q + a11P - g + a12P - g

I
0

=2 = '20P + °'21
Pv + a22Pv2 +

a23aq + a24(a Pv' a) s +

+ a25a
pv2, g)s

(24)

(25)

on el superindex s significa is part simbtrica del tensor corresponent.
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Els coeficients
aiJ

de (24) i (25) s6n funcions escalars de u, u, i de

lea invariants algbbriques . Les equations d'estat (19)-(23) estan sot-

meses a lea restrictions de les diverses relations de Maxwell generalit-

zades ( igualtat de les segones derivades mixtes ancreuades de l'entropia

respects a las saves variables independents ) i de criteris d'estabilitat.

La derivada temporal de l'entropia 6s, segons (18),

PA = T
1

pu + T 1PPL) + T 101 1'3 + T
1a0^v

+ T
1012

: (Pv)'

i quan hom i introdueix les equations de balanr, (2), (3), obt6

pA = -T 1v.g - T 1pvv.v - T 1Pv : V + T
1

al .3 +

+
fla^v

+ T
1012

(Pv

(26)

(2?)

El nostre objectiu 6s,ara , escriure el balanc, d'entropia an la forma ge-

neral (12). Per a aixb, hem d'estudiar abans amb un cart detail al flux

d'entropia.

3.2. El flux d'entropia generalitzat .

Com qua intentem d'obtenir una descripci6 completa del sistema an fu n

ci6 de u, v, v, 9 i Pv, suposarem qua el flux d'entropia 6s funci6 d'aquas

tes variables. En un sistema i5btrop, la seva forma general 6s

°v2
J'0o-1+01?•3+82? •g (28)

on les Pi s6n funcions de u,v i de les invariants algAbriques Ii. Aquesta

axpress16 cont6 com a casos particulars la forma clhssica (13) del flux

d'entropia i algunes generalitzacions de segon ordre proposades per Muller
(5)

i Lebon(8),inspirades ambdues an la teoria cinbtica dels gasos . En aquest

punt, la teoria 6s m6s general qua 1'extensi6 de la termodin'amica irrever-

sible construlda per Gyarmati(10) inspirant-se an ideas anteriors d'Onsa-

gar i Machlup(15), i qua la termodin'afnica racional de Coleman-Truesdell-Noll,

qua conserva la forma cTHssica (13) del flux d'entropia, malgrat qua suposa

qua aquesta deptn de variables no cl8ssiques qua s'anul.lan an estat d'equi-

libri.
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D'altra bands, an is seva extensi6 de la termodinhmica racional,

Muller
(16)

propose qua el flux d'entropia sigui considerat com a donat

per una equaci6 constitutiva qua haurh d'6sser determinada mitjancant

is mateixa teoria. La nostra hipbtesi 6s m6s limitada, ja qua no in-

clou una possible dependbncia de J amb e1s gradients de u i u, sin6

que m6s aviat pren (28) com a definici6 de Jfi.

3.3. Les equacions d'evoluc16 dels fluxos dissipatius .

La majoria dels termes de (24), (25) 1 (28) s6n impossibles de mesu-

rar an is prflctica, fore de situacions molt extremes i amb instruments molt

precisos. Per tent, convindrfl de reduir les f6rmules anteriors a expressions

m6s simples i m6s a l'abast de les possibilitats experimentals actuals. Amb

aquest propbsit, introduim el concepte d'ordre respecte a una situaci6 d'equ i

libri, i suposem que g, Pv i les derivades espacials de u, u i v mesuren

desviacions de primer ordre respecte a l'equilibri, ja qua totes elles s6n

quantitats qua s 'anul.len an estat d'equilibri. suposem, tamb6, qua an aua

mentar 1'ordre de les derivades augments 1'ordre de les quantitats corres-

ponents, de manere qua les primeres derivades espacials de s i Pv I les de-

rivades espacials segones de u, u i v s6n quantitats de sagon ordre, i aixi

successivament , mentre qua les derivades temporals de totes aquestes quanti

tats s'obtenen de les equacions d'evoluc16 qua determinen llur ordre res-

pectiu. Aci limitarem les nostres expressions fins a segon ordre, 6s a dir,

conservarem an les f6rmules anteriors els termes an g, pv , Pv i llurs deri-

vades primeres , i les derivades primeres i segones de u, u i v.

En aplicar aquest criterl a les equacions d'estat, ens limitarem a ex-

pressions fins a primer ordre, j a qua les magnituds corresponents estan mul

tiplicades a 1'equac16 de Gibbs per termes de primer ordre.

(19)-(23) esdevenen

Aleshores,

T
1

=
fl

(u,u) + (pT 1/oP") 0pv + 0(2) (29)

fl
- flpeq(u,u) + (aT 1/apv)0pv + 0(2) (30)

T
1ug1

= Teq ua10a + 0(2) (31)

T 1ua0 = Teq ua00Pv + 0(2) (32)

T 1ua2 = Teq ua20

0

Pv + 0(2) (33)
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on el subindex U significa qua les quantitats corresponents s6n avaluades

an 1'estat d'equilibri local, 6s a dir quan q = 0 , pv = 0 1 pv v 0. Las

magnituds Teq i Peq, qua signifiquen is temperature absolute i la pressi6

on l'estat d'equilibri local, s6n funcions, i tamb6 els coeficients
ai0,

de u i U. Si hom la suposa positive is temperature absoluta (19), an

analogia amb el cas clhssic, i si hom to en compte que pv tent pot Esser

positiu com negatiu, comprova que (aT /apv)0 he de rester anul.lat an

(29). Si no, com que no depbn de pv, T podria Esser negatiu imposant va

lors avinents de pv. En consegb ncia, i fins a segon ordre, is tempera-

tura absolute T as redueix a is temperatura absolute de 1'equilibri local.

Com qua d'ara endavant no hi haurb confunsions, suprimirem de Teq 1 de

Peq
els subindexs eq.

Introduint aquestes equacions d'estat an (18), obtenim per a 1'equac16

de Gibbs is forma simplificada

ds = T 1du + T 1pdu + T 1ua1Cg. dg + T 1ua,0pvdpv +

+ T 1ua20Fv:dPv

mentre qua el flux d'entropia (28) rests redult a

26 _
OOg + 001pva + B 10Pv•a

(34)

(35)

on ara els Oi, depenen nomOs de u i U. La comparac16 de (35) amb is forma

clhssica (13) del flux d'entropia ens permet d'identificar d00
n T 1.

Ara podem obtenir el terme de producci6 d'entropia a partir do is forma

general (12) del balanr, d'entropia, i arribem al resultat

Q e q.{vT
1

+ 010v.Pv + 0
01vpv + (1,2)pvv801 +

T 1a10g +

+ (1/2) Pv.vd101 +

+ pvIT 1v.v + f",
DO

^v
+ (1/2)q.vO01 + 001v.gf +

0
+ v I_-1 V

+ f "',20(;V)* + ^10 ( vg)5 + (1/2 ) ( vd10g ) sl (36)
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on hem fat ressaltar 1'estructura de forma bilineal qua la producci6

d'entropia presenta an la termodin8mica irreversible cl8ssica. En

aquesta formulaci6 volem obtenir g, v i (PV). an funci6 de u, u, v,

O
q, pv, PV i de llurs derivades espacials, i per tent no one cal for

una distinci6 entre fluxos i forces, corn 6s COStum, s1n6 simplement
0

ens cal distinguir entre g, ii (Pv)', d'una part, i totes les altres

magnitude, de l'altra.

En general, hom exigeix qua les equacions constitutives siguin objec-

tives, 6s a dir, invariants respecte a les transformacions del grup d'Eu

clides (principi d'objectivitat)(14, P.44):
Les 6niques magnitude no

objectives qua apareixen a (36) s6n les derivades temporals substancials
0

del vector a i del tensor P. Per a aconseguir qua lee equacions consti-

tutives siguin objectives, cal substituir aquestes derivades per derivades

temporals objectives, com 6s era la convective o la corrotacional. Entre

les diverses derivades objectives possiblas escollim la corrotacional,

definida per

g = + W.q

Pv* = (PV)- + W . OPv - Pv.W

(37)

(38)

on W 6s la part antisimbtrica del gradient de velocitats, les components

de la qual an coordenades cartesianes s6n

Wi.j
= (112 ) (6v1/6x1 - 6vi/6xj) (39)

Efectivament,aquesta derivada t6 els avantatges de mantenir invariant la

forma de (36), d'6sser una derivada objectiva minimal (en el sentit qua no

mOs depbn de W 1 no de V ni de cap funci6 de V_) i de tenir on sentit fi-

sic directe (qua 6s la variaci6 temporal d'unaaquantitat an on sistema de
a

referbncia qua as desplara i gira amb al fluid). Substituint g i (Pv)'

per a i Pv, podem expresser la producci6 d'entropia (36) an la forma

0
X1.g + XOpv + X2:Pv (40)

on lea Xi poden Esser identificades directament comparant (40) amb (36)

i canviant lee derivades temporals substancials per les corrotacionals.

Les Xi contenen g*, v (=pv*) i Pv* i per tent cal expresser-lee an fun
0

cib de u,u, g, pv i Pv. En on sistema isitrop, tindrem fins a segon or-

dre
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x1 10g + 11pV g + µ1

° V

2P ' g

v v2 2 °v °v

x0 - 1100+ µ01p + µ02p + µ03q +404 P

°v °v2

x2 = µ20P + µ21P + µ22P + µ23g1

(41)

amb els coeficients fenomenolDgics µij funcions de u i u. Introduint

(41) an (40) 1 an virtut de is segona llei de is termodinBrnica obtenim

les seguents restrictions sobre e1s coeficients fenomenolbgics:

1110 > 0 , 1121) 0 ' 1101 > 0

422 P04'400402 0

11 1 1 X03 ' ' 12 X23

(42)

lea quals, un cop tingudes an compte an (41), ens porten a lea seguents
0

equations d'evoluc16 per a g, pv 1 Pv:

o _ 1 o

g e
Ta,11µ10g + µ11Pva + 1112Pv. g -vT - 010V.Pv -

0

µ01vpv - (1/2)PVVOOI - (1/2)Pv. vB101

{v - Ta001401pv - µ21g
- (1/2)g.ve01 - e01v.g - T 1v.v f

Pv* Ta20 ( µ20U + 421? µ12g1
+ T 1V - (112) ( ve10 g)s -

(43)

(44)

- 010(vg )5I (45)

Aquestes equacions d'evoluci6 dels fluxos dissipatius s6n, com hem dit,

1'ob,jectiu de is nostra teoria, de is meteixa manera que les equacions cons

titutives clbssiques s6n un dels ob,jectius de la termodinhmica de processos

irreversibles classica.

4. COMPARACIO AMB LA TERMODINAMICA DE PROCESSOS IRREVERSIBLES

CLASSICA I AMB LA TERMODINAMICA RACIONAL.

Com hem comentat al principi, una de les motivations d'aquestes novas

teories Os precisament is paradoxa de velocitats infinites de propagac16

que es presents an is termodin8mica irreversible classica i an is termodinfl

mica rational. Dediquem aquesta secci6 a is comprovac16 qua les equacions
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(43)-(45) permeten d'evitar aqueste paradoxa . Per no allargar-nos

excessivament , ens limitarem a considerar el cas de la propagaci6 d'una

pertorbac16 thrmica en on fluid simple , incompressible , en repas. En

aquest cas , 1'equac16 ( 43) as redueix a

= Ta10 (µ10g - VT
1) (46)

Una equaci6 d'aquest tipus fou proposade i s per Maxwell
(17)

i posterio r

ment per Cattaneo ( 18) i d'altres diversos autors per eviter is paradoxa

de is velocitat de propagac16 infinite. L'equac16 (46) pot Esser escri

to an la forma

^ _ -(1/T) (g + AVT) (47)

on X 6s la conductivitat thrmica, A = ( µ10i )-1, i T 6s on temps de

relaxac16 dels efectes thrmics definit aixi T = - AaT. Aquesta ex-

press16 ens permet de donar un significat flsic directe a a, an relacio

nar-lo amb magnituds flsiques significatives.

Suposem que an 1'interval de temperatures considerades an el problema,

k I T s6n aproximadament constants . Aleshores , an introduir (47) an

l'equaci6 de balang d'energia pcT = -v.g, hom obt6

-T(62T/at2) + (A/pc)62 T/6x2 = 6T/at (48)

equac16 hiperbblica qua d6na per a is propagaci6 de pertorbacions tbrmi-

ques is velocitat

v - (A/pc.r ) 1/2 = (-1/pcaT )1/2 (49)

i permet aixi una mesura experimental del coeficient a.

bbviament, una questl6 basica perqub is teoria tingui sentit 6s qua

a < 0, ja que tent T com p com c (la calor especifica a volum constant)

s6n quantitats positives. Aquesta condici6 pot bsser obtingude de la me

teixa teoria termodinhmice per arguments d'estabilitat, corn podem compro

var an integrar 1'equac16 de Gibbs (34) respecte al flux de color, supo-

sent nul.les les tensions viscoses. Arribem aixi e
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s = seq f (ua10/2T)g
2

(S0)

equaci6 qua mostra qua, perqua l'estat d'equilibri local sigui estable,

As a dir, tingui is maxima entropia, s'ha d'acomplir qua a10 < 0, on

is desigualtat As estricta si 1'equilibri no As indiferent.

Es interessant de comparar, an aquest punt, Is teoria qua formulem

amb altres diverses teories. La termodinamica irreversible classica, an

partir de is hipbtesi d'equilibri local, suposa qua a - 0 i implica, com

podam veure an (49), una velocitat do propagaci6 infinite. D'altra Ban-

da, is termodinamica racional de Coleman-Truesdell-Noll porta a una aqua

c16 semblant a (48) perb qua, per arguments d'estabilitat, As el.liptica

an hoc d'hiperbblica i implica doncs una velocitat de propagac16 infini

ta(16)

Muller, an is seva extensl6 de is termodinamica racional( 16), suposa

per al flux d'entropia una equaci6 constitutiva qua cal determiner per

mitja de la teoria. Aquesta hipbtesi el ports a is introducci6 d'una no

va magnitud A, denominada fredor del sistema, qua As funci6 de is seva

temperature empirica i de is derivada temporal d'aqueste . En aquesta

teoria, hom arriba per a is conducc16 de calor a una equaci6 semblant a

(48), amb el signe de T sense precisar. Aleshores, hom introdueix is hi-

pbtesi qua la velocitat de propagac16 ha d'Asser finite, As a dir, qua

T > 0, 1 aixb implica sobre A is restricci6 bAeglb9 < 0, assent Aeq is

fredor del sistema an equilibri local, i g la temperature empirica.

L'avantatge de is formulaci6 qua proposem sabre teoria de Muller As, a

m6s de Is major simplicitat, qua la velocitat finite de propagaci6 hi As

obtinguda unicament per arguments termodinamics, mentre qua an is teoria

de Muller As una nova hipbtesi qua implica restriccions extratermodinam i

ques, As a dir , no basades an cap de les tres lleis de la termodinamica

Fem voter, finalment, qua is tHrmodinamica racional parteix, corn no-

saltres, do 1'existhncia d'una entropia fora de l'equilibri, perb qua, per

contra, evita is formulac16 a priori d'una equac16 de Gibbs. Aquesta

equaci6 as dedueix de Is desigualtat de Clausius-0uhem, suposant qua les

derivades temporals de les magnituds basiques s6n arbitraries an qualsevol

punt del sistema. En is nostra formulaci6, aquestes derivades temporals

(les de s i P
v

) s6n precisament l'objectiu do is teoria, i cal obtenir-

les an func16 de les variables basiques. El sentit fisic d'aquesta dife-
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roncia 6s, precisament, el temps finit de propagaci6 de les pertorbacions,

qua no ens permet de canviar arbitrNriament els valors de les variables

b8siques an qualsevol punt del sistema i an qualsevol instant, sin6 qua

nom6s ens permet de tenir un control instantani de les conditions als 11-

mits, perb no de les conditions a l'interior del sistema.

5. COMPARACIO AMB LA IEORIA LINE TICA.

El desenvolupament qua hem formulat 6s purament macroscopic , i per tant

6s vhlid per a qualsevol mena de fluid simple, sense restricci6 a cap mo-

del microscopic. Tanmateix, el valor de la teoria macroscopica augmenta-

r8 si podem j ustificar-ne les hipotesis per arguments de teoria cinBtica,

restringits, aquests darrers, a gasos moderadament dil.lults. En aquesta

secci6 comparem la formulac16 macroscbpica amb el desenvolupament de tretze

moments de Grad(19) de la teoria cinbtica.

Una forma d'obtenir solucions de 1'equac16 de Boltzman 6s suposar qua

la funci6 de distribuci6 f(j,x) 6s una funci6 de les tint variables hi-

drodinAmiques v(x), p(x) i u(x) o T(x). Les solucions qua obtenim d'aques

to forma s6n denominades solucions normals i poden Esser obtingudes pal mb

tode de Hilbert o pal de Chapman-Enskog. En aquests procediments , el flux

de calor i el tensor de pressions viscoses poden Esser expressats directa-

ment an funci6 de gradients d'ordres creixents succesius de p, v i T. En

introduir aquestes expressions an les equacions de balanc macroscbpiques

(1)-(3) hom obt6 una segUbncia d'equacions autoconsistents. Com a succesi

vas aproximacions hom obt6 lea equacions d'Euler, les de Navier-Sotkes i

les de Burnett. El parBmetre del desenvolupament 6s relacionat amb el quo

cient del temps de col.lisi6 dividit per un temps macroscopic de recupera-

ci6. En tots els graus d'aproximaci6, l'estat del fluid rests determinat

per p, v i T 1 llurs derivades espacials , 6s a dir, an funci6 de les varia

bles hidrodinhmiques cl9ssiques de quo hem parlat a is Secci6 2.

D'altra banda, 6s possible de desenvolupar la funci6 de distribuci6 en

la variable (velocitat d'una particula) an les proximitats d'una distri-

buc16 maxwelliana local. Aquesta expansi6 as bass an un desenvolupament

an polinomis d'Hermite, els coeficients dels quals saran funcions de x i

de t i poden Esser considerats variables d'estat. La descripci6 resultant

6s una interpolaci6 entre una descripci6 macroscbpica, determinada per un

petit nombre de coeficients dels polinomis d'Hermite, i una descripci6 mi-

croscbpica. an el qual cas hom prendria molts termes del desenvolupament
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esmentat. La funci6 de distribuci6 f(L,x,t), i a(n)(x,t), on les no-

vas variables s6n encara per especificar. Quan aquest desenvolupement

6s introdult an 1'equac16 de Boltzman i igualem els respectius coeficients,

obtenim one segobncia infinite d'equacions qua donen bp/at, avbt, 6T/bt i

ba(n) /bt. Aquestes equacions eaten acoblades i, aixi, aa(n)/at 6s funci6

de tots els a(m). Per tal de tenir una aproximaci6 fins a un ordre deter-

minat n, hom suposa qua a (m) = 0 per a rrpn. Fins a segon ordre, i an l'apro

ximaci6 de tretze moments , f t6 la forma(19).

f = f(0) 11 + P1jcici(2pRT)-1 - gici(pRT)-1I1-(c2/5RTI} (51)

on P 6s la distribuci6 localment maxwelliana donada per

f(0) = p(22TRT)-3/2exp {-c2(2RT)-1} (52)

amb c = i - v la velocitat d'una molhcula respecte a la velocitat mitjana

V. Com qua el sistema rests completement descrit per f, hom comprova an

(51) qua el seu estat macroscopic rests determinat , an aquest ordre d'apro
0

ximaci6, per p, v, T, qi i
P1 .1

(components de Pv), tal com haviem suposat

an Is formulaci6 macroscbpica . Veiem, per tan; , qua Is teoria macroscbpi

ca 6s m6s a prop del desenvolupament de Grad an l'aproximaci6 de tretze

moments , qua no pas del desenvolupament de Chapman-Enskog an l'aproxima-

c16 de Burnett.

Si prenem la definici6 microsc6pica habitual de l'entropia

ps - -A /gflnf d 5

i hi introdulm ( 51), obtenim

p s(2) = ps (0) - (2PT)-1P1jP1, - 2(5pAT2)-1gig1

(53)

(54)

qua presta suport a Is hipbtesi de 1'equac16 de Gibbs (34) si identifiquem

s(0) amb 1 'entropia de l'equilibri local i
a10

- -4p(SpRT)-1 1 a20--pp-1

D'altra banda, a partir de l'express16 microscbpica del flux d'entropie

6 tot =
-R fEtflnf d . (55)

i del desenvolupament (51) hom obt6 per a la part purement conductive del

flux d'entropia l'express16
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T-1
q,

- 4(5pT)-1PiJqi (56)

qua est8 d'acord amb la hipbtesi macroscDpica (35), identificant

5DO
= T 1 1

X10
= -4(5pT)-1. En cap d'aquestes expressions no apareix

la pressi6 viscosa, j a que ens limitem a gasos monoatbmics(20)

Un dels objectius de la teoria de tretze moments 6s, tal com en la

nostra, 1'obtenc16 de les equacions d'evoluci6 de 3 1 de Pv, que hom

aconsegueix introduint (51) an l'equaci6 de Boltzmann i igualant els

coeficients de cicj i de cif respectivament, als dos membres de 1'equa-

ci6 resultant.

Les equacions que s'obtenen s6n semblants a les equacions macrosca-

piques (45)-(43), perb no s6n equivalents ja qua les microscapiques

no s6n objectives i, per contra, les macroscapiques hem imposat que ho

fossin. Per are, el problema de la comparaci6 entre expressions micros

capiques no objectives i expressions macroscapiques objectives 6s una

quest16 oberta de gran interbs(21, 22), qua as refereix a la validesa d'un

principi tan general com el d'objectivitat. Per tant, no farem una com-

paraci6 dstallada de les equacions d'evoluc16 respectives, i remetrem

qui hi tingui interbs a l'article de Lebon(B). Aci hem preferit de li-

miter-nos a la justificaci6 cinatica de les hipatesis macroscapiques.

6. COMPARACIO AMB ALTRES EXTENSIONS DE LA TERMODINAMICA DE PROCESSOS

IRREVERSIBLES.

Pel qua sabem, la primera extensi6 de la termodinbmica de processos irre

versibles fou formulada per Muller ( 5), qui propos8 una equaci6 de Gibbs

del tipus (34) i un flux d'entropia (35). A partir d'un terme de produc-

ci6 d ' entropia equivalent a (36) (sense els gradients de Pik), i que en

una forma abreu,jada pot Esser escrit.

0
Y1 + pvYO + Pv_q. :Y2

0
obtingu6 les equacions constitutives lineals per a g, pv i Pv

0
g = ^1Y1 Pv = ^0Y0 Pv = E2Y2

amb les restriccions bbvies que les ti siguin positives o nul.les.

(57)

(58)
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Lebon i Lambermont(6'7) estudiaren el problema de la propagac16 de

pertorbacions thrmiques an un solid rigid isbtrop, partint d' una aqua

c16 de Gibbs generalitzada qua inclola una dependbncia de 1'entropia

respocte al flux de calor. Posteriorment, Lebon(a) estangu6 la teoria

a un fluid visc6s conductor de la color, amb una equaci6 de Gibbs(34)

i un flux d'entropia (35). Una acurada comparaci6 de les equations

constitutives macroschpiques amb les equations de Burnett de la teoria

cinbtica fbu qua Lebon considerOs las formes objectives de (58). Emprant

les derivades temporals convectives, pogu2 obtenir an les equacions ma-

croscDpiques alguns termes qua mancaven an la comparac16 amb les expressions

microscbpiques, i tambb diversos temes no lineals, exclosos de la formula-

c16 de Muller.

Gyarmati proposa(10), inspirant-se an ideas d'Onsager i Machlup(15),

allb qua ell denomina aproximaci6 ondulathria a la termodinhmica de pro-

cessor irreversibles. Tot i considerar una equac16 de Gibbs generalitza-

da (34), conserva per al flux d'entropia la forma clbssica (13) 1 les se

ves lleis lineals s6n encara mes restringides qua les de Muller. A mbs,

pal qua veiem a la teoria cinBtica, la utilitzaci6 d'una equac16 de Gibbs

(34) sembla implicar la necessitat de considerar un flux d'entropia (35)

mbs qua no pas la sava forma clAssica.

La teoria qua hem presentat difereix an diversos aspectes de les qua

acabem d'esmentar. La interpretac16 de les equacions constitutives gene-

ralitzades com a equacions d'evoluc16 dels fluxos sembla m6s consistent

qua no pas d'intentar obtenir equacions per als mateixos fluxos, qua se su

posen, d'altra Banda, variables bbsiques de la teoria. En la nostra formu

laci6, a i Pv estan an un mateix nivell qua u, u i v, amb la diferbncia

bAsica, tanmateix, qua lee equacions d'evoluci6 d'aquestes darrares magni-

tude corresponen a simetries b8siques de les lleis fonamentals respecte a

trasllacions temporals i espacials(23), mentre qua les equacions d'evolu-

c16 per als fluxos s6n, al contrari, especifiques del sistema qua ham cun-

sidera.

Des d'un punt de vista mds formal, la nostra formulac16 resulta mds

general i unificada, an emprar teoremes de representac16 per a l'obtenciO

de les equacions d'estat, del flux d'entropia i de les equacions d'evoluc16

dels fluxos dissipatius. Aixb permet de tenir an totes aquestes equacions

termes no lineals generals fins a l'ordre d'aproximaci6 previst, 6s a dir,

fins a segon ordre, mentre qua la teoria de Muller inclou termes no lineals
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en el flux d'entropie, perb no en les equations constitutives generalitza-

des. La teoria de Lebon , m6s general que la de Muller , presenta an el flux

d'entropia termes no lineals generals , perb an las equations constitutives

generalitzades nom6s cont6 els termes no lineals que provenen de la forma

concrete de la derivada convective i 6s, per tant , m6s limitada que la nos

tra.

7. CONCLUSIONS.

Hem presentat una extensi6 fins a segon ordre de la termodinbmica de

processos irreversibles cl8ssica , qua permet de resoldre d'una manera

senzilla I natural la paradoxes de velocitats infinites qua apareix an estu

dicer la propagaci6 de pertorbacions tbrmiques i viscoses an la teoria clbs

sica 1 an la termodinBmica rational.

Las hipbtesis d'aquesta formulaci6 macroscopica as veuen recolzades

per resultats de la teoria cinbtica dels gasos , an el desenvolupament de

tretze moments de Grad , qua 6s bastant semblant an filosofia a la nostra

teoria , perb que as restringeix a l'estudi de gasos moderadament dil.luits.

La comparac16 de la nostra teoria amb altres extensions prbvies de la

termodinhmica de processos irreversibles sembla favorable , j a qua aclareix

el paper de les funcions constitutives generalitzades com a equations d'evo

luc16 dels fluxos dissipatius , i simplifica i generalitza les versions an-

teriors emprant sistemhticament teoremes de representaci6 de funcions ten-

sorials isbtropes.

Finalment , cal far Constar qua el camp d ' aplicaci6 de la teoria abasta

aquells caeos an qub el temps de relaxaci6 del sistema 6s apreciable, b6

perqub, an sistemes classics , la precissi6 de les mesures augmenti fins a

fer-se comparable amb el temps de relaxaci6 , o be perqub les caracteristi-

ques del sistema facin qua aquest temps sigui particularment llarg.

Aixi, les equations constitutives generalitzades inclouen diversos tipus

de fluids no newtonians , que avui die s6n estudiats amb tent d ' interbs, i

poden Esser aplicades a dominis experimentals avangats com 6s are la pro-

pagaci6 d'ones acustiques an gasos a baixes pressions.
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